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Introducao

Tradicionalmente, o ensino da Matematica centra-se em problemas fechados, completamente
definidos, para os quais se pretende encontrar uma solugao, assim como na resolugido de
exercicios, muitos deles rotineiros. Contudo, a experiéncia matematica dos alunos que resulta
desta pratica pode ser muito enriquecida por dindmicas de trabalho marcadas por um estilo
investigativo que, alias, vai ao encontro do que é preconizado no Perfil dos Alunos a Saida da
Escolaridade Obrigatéria e na mais recente legislacao em vigor. Por exemplo, o DL 55/2018 de
6 de julho, designadamente no artigo 19°, ao estabelecer prioridades relativamente ao
planeamento curricular, centradas no Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatéria,
aponta para a aquisi¢cao e desenvolvimento de competéncias de pesquisa, avaliagao, reflexao,
mobilizagao critica e autonoma de informagao, com vista a resolugao de problemas e ao reforgo
da autoestima dos alunos, bem como para a implementagcdao do trabalho de projeto como
dindmica centrada no papel dos alunos enquanto autores, proporcionando aprendizagens

significativas.

Ora, perspetivar o aluno como autor, valorizando e desenvolvendo as suas competéncias de
pesquisa, reflexao, mobilizagao critica de informacgao para potenciar a resolugao de problemas
(abertos e fechados) implica que as dinamicas de ensino-aprendizagem também tenham
componentes que favoregam tais objetivos. Esta formagao pretendeu contribuir para aproximar
os docentes dessas dinamicas, permitindo-lhes desenvolver um estilo de abordar a matematica
que, nao sendo comum, poderia gerar insegurancas que obstaculizariam o pleno
desenvolvimento matematico dos alunos. Este modo de trabalhar a matematica, dando énfase
também aos processos matematicos e nao apenas aos produtos, em geral, € um ponto fragil na

formacgao inicial e continua dos docentes da disciplina.

Nesta experiéncia formativa, os formandos identificaram temas/assuntos que podem ser
trabalhados com os alunos num estilo investigativo e exploraram algumas situagoes
matematicas mais ou menos abertas associadas as Metas Curriculares de Matematica A. Deste
modo, atuaram como investigadores para poderem replicar este estilo de trabalho com os alunos
(naturalmente, sem prejuizo dos exercicios rotineiros e da resolugao de problemas fechados que

ainda tém/terao o papel predominante no processo de ensino-aprendizagem).

Nesta acao, privilegiaram-se as sessodes de trabalho conjunto de natureza teérico/pratica e
pratica. Como complemento dessas sessdes de trabalho conjunto, os formandos realizaram
trabalho auténomo para consolidar conhecimentos e técnicas associados ao estilo investigativo

de abordar problemas matematicos assim como para conceber e explorar tarefas apropriadas



para o trabalho com alunos. Essas tarefas sdo apresentadas no capitulo 1 e estao organizadas

segundo os temas Geometria, Fungdes e Combinatoria/Probabilidades.

No capitulo 2, sao apresentadas breves reflexdbes dos formandos concernentes as
potencialidades e constrangimentos associados a uma dindmica de ensino
exploratoério/investigativo, que pretendem enquadrar o seu posicionamento critico na conclusao

desta experiéncia formativa.

As diversas restricoes associadas a pandemia COVID-19, limitaram, de forma inesperada, as
possibilidades de exploracdao das tarefas com os alunos em contexto de sala de aula. Ainda

assim, no capitulo 3, sao apresentados alguns trabalhos realizados por eles.

Finalmente, assinale-se que o presente trabalho é coletivo, no sentido préprio do termo, visto
que todos os formandos participaram, numa légica colegial, na concecido, exploragao,

estruturagao, reformulagéao critica e redacao final de todas as tarefas.

O formador

Paulo Oliveira






Capitulo 1 — Tarefas investigativas



Geometria



Da planificacido ao sélido - Qual a distancia entre dois vértices?

Considere um cubo de aresta 4 unidades de comprimento (u.c.).
A partir da sua planificagdo (Figura 1), ao puxar o fio, alguns dos vértices do cubo vao-se

aproximando (Figura 2) até que finalmente se obtém o cubo (Figura 3).

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Nas figuras, estdo assinalados os vértices A, B e O, bem como o angulo x, angulo que cada uma das
arestas [0A] e [0B] forma com o plano horizontal.
Qual é a distancia entre os vértices A e B, nas seguintes situagdes?

Situacgdo 1 - Na planificagdo (Figura 1).

Situacdo 2 - No cubo (Figura 3).

Situacao 3 - A meio do processo, ou seja, quando x = % (Figura 2).

Desenvolvimento

Situagdo 1 - A distancia entre os vértices A e B é 4+/2.

0 4 B Pelo Teorema de Pitagoras,

AB?2 =424+ 4?2 © AB2 =32 o AB =32 @ AB =42
4
A

Situagdo 2 - A distancia entre os vértices A e B € 0, uma vez que os vértices A e B sdo coincidentes.

Situagdo 3 - A distancia entre os vértices A e B € 4.

10



Considerando a colocagdo de um referencial o.n. Oxyz na planificacdao do cubo, com origem no
ponto O, pode-se considerar o ponto A contido em x0z, B em y0z e tal que os pontos A e B tenham

cota positivae x = % (Figura 4).

Figura 4

Assim, e estando o ponto A contido em x0z, tem de coordenadas A (4(:03%,0, 4sen %), isto é,
A(2/2,0,2V/2).

O ponto B contido em y0Oz, tem de coordenadas B (O, 4cos %, 4sen %) ,isto é, B(O0, 242, 2\/7).

Deste modo, d(4,B) = \/(2\/7)2 + (2\/5)2 +0 =116 = 4.

Investigagao

Seja a o comprimento da aresta do cubo. Considere a colocagao de um referencial o.n. Oxyz na
planifica¢do do cubo, com origem no ponto O, em que o ponto A esta contido em x0z, B esta

contido em y0z, ambos tém cota positiva e x é o dngulo que cada uma das arestas [A0] e [BO]

forma com o plano horizontal (x € [O, g])

Defina a fun¢do d, distancia entre os vértices A e B, em fungio de x.

11



Desenvolvimento

Representando num referencial o.n. Oxyz, a situagdo apresentada na Figura 2, para um qualquer

valor de x (x € [O, ED, obtém-se:

Figura 5

As coordenadas dos pontos A e B sao A(acosx, 0, asinx) e B(0, acosx, asinx)

d(4,B) = VaZcos?x + a%cos?x + 0 =aVv2cos?x=a\2cosx

Conclusdo A distancia entre os vértices A e B pode ser dada, em funcao de x, por

d(x) = av2cosx, com x € [O, g]

Variag¢do da investigagdo

Seja a o comprimento da aresta do cubo. Considere a coloca¢do de um referencial o.n. Oxyz na
planifica¢do do cubo, com origem no ponto 0, em que o ponto A esta contido em x0z, B esta

contido em y0z, ambos com cota positiva. Considere ainda que x é o dngulo que cada a aresta

[AO] forma com o plano xOy (x € [O, g]) e y é o 4ngulo que a aresta [BO] forma com o plano
T
<oy (v<[o3)

Defina a fun¢do d, distincia entre os vértices A e B, em fun¢do de x e de y.

12



Desenvolvimento

Neste caso, as coordenadas dos pontos A e Bserdo A(acosx, 0, asinx) e B(0, acosy, asiny)

d(4,B) = \/a?cos?x + a%cos?y + (asinx — asiny)? =

=,/a2cos?x + a2cos?y + a?sin?x — 2a?sinxsiny + a2sin?y =

=,/a?sin?y + a2cos?y + a?sin?x+a2cos?x — 2a2sinxsiny =

=\/a2 (sin?y + cos?y) + a?(sin?x + cos?x) — 2a®sinxsiny =

=,/a? + a2 — 2a?sinxsiny = \/2a2 — 2a?sinxsiny = av2 /1 — sinxsiny

Conclusdao A distancia entre os vértices A e B pode ser dada, em fung¢do de x e de y, por

d= ax/f,/l — sinxsiny, com x € [0,%] ey € [O,g].

Extensdo da investigagao

Fixando o comprimento da aresta do cubo em uma unidade de comprimento, averigie de que
modo a representacdo grafica da fungdo obtida na investigacdo se podera relacionar com a

representacao grafica da fungdo obtida variagdo da investigacgao.

Desenvolvimento

Com a investigacdo, verificou-se que a distancia entre os vértices A e B, em func¢do de x, pode ser

dada por d(x) = av2cosx, x € [0, %]
Num referencial xOy, podemos obter uma representacao grafica da fungdo d, fixado o comprimento
da aresta do cubo em uma unidade de comprimento, tal como se sugere na Figura 6.

\
y

0 T2 “x
Figura 6
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Na variacdo da investigacdo foi possivel obter a distancia entre os vértices A e B dada, em fungdo de

x e de y, tendo-se obtido d = av2 /1 — sinxsiny, com x € [O, g] ey E€ [O, g]

Assim, uma vez mais, fixando o comprimento da aresta do cubo numa unidade de comprimento, é

possivel obter uma representacao grafica da funcao d em referencial Oxyz como sugere a Figura 7.

Figura 7

Considerando o caso particular em que os angulos x e y sdo iguais. Isto é, considerando a intersecao
da superficie representada na Figura 7 com o plano y = x e adequando ao domino da fungao d,

obtém-se a representacdo grafica apresentada na Figura 8.

y
Figura 8

Na figura 8, esta assinalada a negro a representacdo grafica da interse¢do anteriormente

mencionada. Se apenas se considerar a parte da curva situada no primeiro octante do referencial e

comx € [0, %], obtém--se a representacdo grafica apresentada na figura 6.

14



Conclusio

Fixando o comprimento da aresta do cubo em uma unidade de comprimento, a representacao grafica
da fungao obtida na investigacdo resulta da intersec¢ao da representag¢do grafica da fun¢ao obtida na

variacdo da investigacdo com o plano y = x, situada no primeiro octante do referencial e com x €

o]
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As voltas com a mediatriz

Consideremos os pontos A(0,0) e B(a,4), em que ae€R, bem como as retas 7 e s,
respetivamente, a mediatriz do segmento de reta [AB] e a reta de equagao z =a (figura 1).

ya

Figura 1

Investigagao

Qual é o lugar geométrico dos pontos / de intersecao entre re s?

Desenvolvimento

Comecemos por determinar a equagao reduzida da reta r. Seja P(x,y) um ponto genérico da

mediatriz. Entao, d(P,4) = d(P.B) &\ +y = |(x—a) +(y-4) .

Logo, elevando os dois membros da equagao ao quadrado e desenvolvendo os casos notdveis,

2
1
obtemos: $2+y2=x2—2ax+a2+y2—8y+16<:>y=—%w+a ; 6.

16



2
Sendo I(a,yl) ponto de intersecao de 7 e s, temos: ylz—%xa+a ;16=—éa2+2. Por

. 1 . . [ ~
conseguinte, como [ (a,—gaQ +2j, o lugar geométrico destes pontos ¢ a pardbola de equacao

y = —éwQ +2 (figura 2).

iy

Figura 2

Generalizagao da investigacao

Considera que A(0,0) e B(a, k) em que k€ um niimero real positivo. Considerando re s

definidas como anteriormente, qual é o lugar geométrico dos pontos J de intersegdo entre estas

retas?

17



Desenvolvimento

Para determinar a equagao reduzida da reta r, tomemos um ponto genérico P (ac, y) da mediatriz.

Entio, d(P.4)=d(P,B) &\ +y = (x-a) +(yk) .

Elevando os dois membros da equagao ao quadrado e desenvolvendo os casos notdveis, obtemos:

Pyt =2 —2ar+a’+y —2ky+k° < 0=—2ar —2ky +a’ + k. Resolvendo a equacao em ordem a
a’ +k
2%k

y, obtemos y = —%x +

Entao, sendo [ (a, y[) ponto de intersegao de r e s, temos:

__ganra2+k:2
=T 2%
2" +d’ + K
2k
k- a?
2k
K a
Tk 2k
1 k

=——a’ +-

%% 2

. 1 .
Por conseguinte, como I[a,—ﬂa2 +§j, o lugar geométrico destes pontos é a pardbola de

~ 1, k
equacao y=-op7 +5.

Relativamente a esta pardbola, temos:

e A concavidade ¢ voltada para baixo, visto que —i <0, porque k>0.
e Interseta 0 eixo dos T em (k, 0) e (—k, 0) . De facto,

y=0<:>—ix2+§=0<:>a:2=k2<:>x=i k> < x=+k, porque k>0.

e O vértice, V, tem coordenadas V(O, gj

Variagdo da Investigacao

Considera que A(0,0) e B(a, k) em que k€ um niimero real negativo. Considerando re s

definidas como anteriormente, qual é o lugar geométrico dos pontos J de intersegdo entre estas

retas?

O desenvolvimento é andlogo ao caso em que k£ é um niimero real positivo.
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Relacao entre o cosseno dos angulos inscritos numa semi-elipse e os parametros a, b e c.

2 2
Consideremos a elipse definida pela equagao Z—Z + % =1,coma>0Ab>0 Aa>b.

Qual a relacdo entre o cosseno dos dngulos inscritos na semi-elipse e os parametros a, b e c?

Qual é a sua conjetura?

Caso particular

2 y2

4

Consideremos a elipse definida pela equagdo — + T 1, representada na Figura 1.

VA

i 4

Figura 1

Desenvolvimento
Seja P um ponto genérico, de ordenada positiva, pertencente a elipse e A e B os vértices da elipse

contidos no eixo Ox.

Sendo P um ponto da elipse entdo P (x; 4;x2).

Atendendo a equacdo que define a elipse, conclui-sequea =2eb =1

Assim, A(—2; 0) e B(2; 0)

PA=(-2-x ————
2
PB=(2-x-——F—

4—x2_3x2—12

PA.PB = —4 + x* + =
x 4 4

20



1P| = (—2—x)2+<— _ ) Y A
_ V3x2 +16x + 20
B 2
2
P V4‘ _xz 4—x2
”PB”: (2-x)*+ = |4—4x+x%+
2 4
_ V3x% —16x + 20
B 2
3x%2 —12
cos(APB) = 4
V3x2 +16x + 20 _ V3x2 — 16x + 20
X
2 2
B 3x2 — 12
J(3x2% + 16x + 20)(3x2 — 16x + 20)
3(x%2 —4)

\/9(x—2)(x+%)(x+2)(x—%)

x% -4

Jern (1)

Como a?=b*+c?> e a=2eb=1 tem-sec?=3

Conjetura:

Investigacao
2 g2
Consideremos agora a elipse v + T 1, com o pardmetro b = 1, fixo e a > 1.

Qual a relagdo entre o cosseno dos angulos inscritos na semi-elipse e o parametro a?

21



Desenvolvimento

Sendo P um ponto da elipse entdo P (x; aZa—xZ)
Assim, A(—a; 0) e B(a; 0)
— va? — x?
PA=|—-a—x; ———

a
— va? — x?
PE=(a—x ————
a
-, 5 5 a’? —x? —a*+a’*x?+ a? — x?
PAPB=—a*+x* + ———= ~
(a? — Dx? —a?@*-1)
—_ Val—x2 2 2_ 2
||PA||=\/(—a—x)2+(— aax> =\/a2+2ax+x2+aazx=
_ Va*+2a2x + a?x? + a? — x2
B a
V(@ —Dx? +2a3x + a* + a?
B a
— va? — x? ’ a? — x?
||PB||= (a—x)2+|——| = |a? —2ax+x*>+ =
a a?
_Va* —2a2x + a?x? + a? — x2
B a
V(@ —Dx? —2a3x + a* + a?
B a
cos(APB) =
(a? = 1)x%2 —a?(a®?-1)
_ a?
\/(az—l)x2+2a3x+a4+a2X\/(az—l)x2—2a3x+a4+a2
a a

3 (a? = Dx? —a?(@®-1)
\/((az — 1Dx? + 2a3x + a* + a?)((a? — 1)x? — 2a3x + a* + a?)

22



(a® —D(x* —a?)

a(a + 1)) (x+a)(

J(az 12

(a? —1)(x%? —a?)

Calculos auxiliares

o (a?—1Dx*+2a3x+a*+a’=0

—2a® +/4a5 — 4(a? — 1)(a* + a?)
& x =
2@ — 1)

—2a® + V4a? —2a3+ 2a
Sx=—————— o= &
T w@e-n YT 2@ -

2a(a? +1) y 2a(a?—1)
Sx=——  yx=—— 7
T T T 2@ -
a(a?+1)
Sx=-———>"VXx=-a
as—1

o (a?—1x?>-2a3x+a*+a’=0

2a® +\/4a5 — 4(a? — 1)(a* + a?)
& x =
2@ — 1)
2a® +V4a? 2a® + 2a
= = = ——
To@-n T 2@ -
2a(a’+1) 2a(a?-1)
S x = 7 -7 -7
x 20 = 1) 2(a® — 1)
a(a® +1)
=ﬁVx=a

Como a? = b?>+ c?2eb=1tem-=sec?=a*—-1

" c?(x? — a?)
cos(APB) = — =
\/c‘*(xz — a?) (x2 _ a(ac—:-l))
(2~ a?)

) \/(xz — a?) (xz _ az(aZC:— 1)2)

23
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Conjetura:
x2 — g2

\/(xZ — aZ) (xZ — M)

ct

cos(APB) =

Generalizagao da investigagao

2 2
Considerando agora a elipse % + 2’—2 =1a>0Ab>0 Aa>bhb.

A relagdo encontrada manter-se-a entre os dngulos da semi-elipse?

Desenvolvimento
Sendo P um ponto da elipse entdo P (x; 2 az_xz)
Assim, A(—a; 0) e B(a; 0)
— ( bva? — x2>
PA=|—-a—x; ————
a
— bva? — x?
PB=|la—x; —————
a
b?(a® —x?) —a*+a’x®+a’bh® —b*x*

PA.PB = —a? + x? + > = - -
a a

(@ — b?)x% — a?(a? — b?) (a? — b)) (x? — a?)
a? - a?

. Va2 _x2 2 2(q2—n2
|PA|| = [(ma—x)%+ e = g2 4 2ax 4 x2 4 2D
a a?

B Va* + 2a?x + a?x? + a?b? — b2x?

a
B \/(az —b?)x2 4+ 2a3x + a* + a?b?
a

2

Z_ 2 2 _ 42
||ﬁ§||= (a—x)2+ ) - ez zaxtath— =
a a?

24



Va* — 2a%x + a?x? + a?b? — b2x?

B \/(az —b?)x2 — 2a3x + a* + a?b?

a
(a* — b?)(x* — a?)
cos(AﬁB) = a =
\/(az — b?)x?% + 2a3x + a* + a?b? y \/(az — b?)x2 — 2a3x + a* + a?b?
a a

_ (aZ _ bZ)(xZ _ aZ) _
\/((az —b2)x?% + 2a3x + a* + a?b?)((a? — b?)x? — 2a3x + a* + a?b?)
(a2 — b)) (x2 — a?)

\/(az bh2)2 ( M) (x + a) ( M) (x — a)

(a? — b?)(x? — a?)

Calculos auxiliares

e (a?-b?x*+2a3x+a*+ad’h? &
—2a® +/4a5 — 4(a? — b?)(a* + a?h?)

cx= 2(a? — b?)
—2a® + V4a?b* o —2a3® + 2ab? o

(=" = -

=T @ —b?) Y= @ — b
o .o 2a(a? + b?) V= 2a(a? — b?) o

T T@ =) T T 2@ — b

a(a® + b?)

S X = —WVX = —Qa

e (a?—1x?>-2a3x+a*+a’=0
2a® + /4a® — 4(a? — b?)(a* + a2b?)

=x= 2(a2 — b?)
o . 2a3 + V4a?b? o .- 2a3 + 2ab o
YT @ =) T 2@ by
o 2a(a? + b?) Ux _ 2a(a* - b?) o
T w@ =2 T 2(a —b?)
a(a® + b)
S X = szvx =a

25



Como a? = b% + c? tem-se c? = a? — b?, logo

cos(APB) = i Satl®
\/C4(x2 _ aZ) (xZ — w)
c
_ (<2 —a)
Je - o) (2 - T

Conclusdo Confirma-se a conjetura.
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Funcoes
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Onde é que as tangentes se intersetam?

Consideremos a funcao quadréatica f definida por f (a:) =12’ + 1 —-2. Seja ainda r a reta tangente
ao grafico de f no ponto T(2,4). Em que ponto a tangente ao grafico de f no ponto de abcissa

simétrica de T interseta 77

10 1

_6/
Figura 1
Desenvolvimento

Seja s a reta tangente ao gréafico de fem U(—2,f(—2)), ou seja, U(—2, 0). Ora, f’(a:) =2z +1 pelo

que f' (—2) =-3. Por conseguinte, a reta s tem equagao reduzida y=-3z+b. Sendo U o ponto
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de tangéncia, temos 0 = -3 x (—2) +b, donde b =—-6. Analogamente, como 7 é tangente ao gréfico
de fem T(2,f(2)) e f’(2) =5, a equacao reduzida de ré y=5x—6.

Entao, as retas r e s intersetam-se no ponto [ (0, —6).

Figura 2

Investigacao

Seja fa funcao quadratica definida por f(x) = x* + x — 2. Consideremos os pontos T(a, f (a))
elU (—a, f (—a)), bem como as retas r e s tangentes ao grafico de fem T e U, respetivamente.

Qual é o lugar geométrico dos pontos I, de intersecao entre r e s?
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Desenvolvimento

Ora, f' (a;) =2z+1. Comecemos por determinar a equacao reduzida da reta 7. Como
m, =f’(a)=2a+1, temos y=(2a+1)x+b. Logo, f(a)=(2a+1)a+b, e,  assim,
b= f(a) -20°-a=a"+a-2-2a"—a=-a"-2. Temos assim que a equaciao reduzida de r é
y=(2a+1)a:—a2 -2.

No caso da reta s, tem-se m, = f’(—a) =-2a+1 e, portanto, y = (—2a + 1)x +b . Substituindo as
coordenadas de U nesta equacao, obtemos f (—a) = (—Qa + 1) X (—a) +b, ou seja,
a*—a—-2=2da"-a+b, e, finalmente, b=-a’-2. Donde, y= (—2a +1)a: -a’ -2 é a equacio

reduzida de s. Conclusao: r e s intersetam-se no ponto I (0, —a —2).

Generalizagao da investigacao

Seja f a fungao quadratica definida por f(x) = ax? + bx + c. Consideremos os pontos
T(k,f(k)) e U(—k,f(—k)), bem como as retas r e s tangentes ao gréfico de fem T e U,
respetivamente. Qual é o lugar geométrico dos pontos I, de intersegao entre r e s? Qual é a

tua conjetura?

Desenvolvimento

Ora, f' (a;) =2az +b. Comecemos por determinar a equacgao reduzida da reta r, nomeadamente,
y=max+p.Como m, =f’(k) =2ak + b, temos y:(2ak+b)a:+p. Logo, f(k) =(2ak+b)k+p, e,
assim, p= f(k) —2ak” — bk = (ak2 + bk + c) —2ak’ —bk, donde, p=-ak’+c. Entdo, a equacao
reduzida de ré y = (2ak: + b)x —ak’ +c.

No caso da reta s, de equacao reduzida y =mzx +q, tem-se m_= f’(—k) =—-2ak +b e, portanto,
Y = (—2ak + b)m +¢q. Substituindo as coordenadas de U mnesta equacgao, obtemos
f(—k) = (—2ak + b) x (—k) +q, ou seja, ak® —bk +c = 2ak’> —bk + ¢, e, finalmente, q = —ak® + ¢. Donde,
Y= (—2ak' + b)x —ak’ +¢ & a equacao reduzida de s. Conclusdo: r e s intersetam-se no ponto

I(O, —ak® + c).
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Variacao da Investigacao

Considera que A(0,0) e B(a, k) em que k é um nimero real negativo. Considerando r e s
definidas como anteriormente, qual é o lugar geométrico dos pontos I, de intersecao entre

estas retas?

O desenvolvimento é andlogo ao correspondente a k nimero real positivo.
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O que acontece as abcissas?

Consideremos a funcao quadratica f definida por f (m) = 2. Seja ainda r a reta de equacio reduzida
y =3z +5 e Ae Bos pontos em que rinterseta o grafico de f.

Investiga se existe alguma relacdo entre as abcissas de A e B e o declive de r.

/O r

Figura 1

Desenvolvimento

Para descobrir as abcissas de A e B, x, e z,, resolvamos a equacdo f(a:) =3z + 5. Esta equacao é

3+ /29

equivalente a z° — 3z —5 = 0 que tem solugdes = = 5

3429 . :3+\/5
e

Entdo, z, = 5 T,

3—«/5+3+«/E
2 2

Por conseguinte, z, + z, = =3 e o declive de r também é 3. Conclui-se, assim,

que a soma das abcissas de A e B é igual ao declive da reta r.
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Investigacao

Seja fa fun¢io quadratica definida por f(x) = x2. Consideremos a reta r de equagio reduzida

y = mx + b, bem como os pontos A e B em que r interseta o grafico de f.

Qual é a relagdo entre as abcissas de A e B e o declive de ? O que conjeturas? Demonstra a

conjetura ou invalida-a.

Desenvolvimento

A exploracao inicial leva-nos a conjeturar que a soma das abcissas dos pontos de interse¢do de r

com o grafico de fé igual ao declive desta reta.

Comecemos por resolver a equagado f(x) = mx + b para descobrir z, e x,.

Ora, f(:v) =mx+b<> 2’ —mz—b=0. Pela formula resolvente da equagdo do segundo grau,

m+m* + 4b

obtemos z = 5 ,com m’ +4b > 0 para garantir que rinterseta o grafico de fem dois

pontos. Supondo, como anteriormente, que T, <I,, temos
m—~m?>+4b  m+m® +4b . . .

T, txT, = 5 + 5 = m. Fica assim demonstrada a conjetura.

Generalizagao da investigacao
Seja f a fungdo quadratica definida por f(x) = x? + c. Consideremos a reta r de equagio

reduzida y = mx + b, bem como os pontos 4 e B em que r interseta o grafico de f.

Qual é arelagdo entre as abcissas de 4 e B e o declive de ? O que conjeturas? Demonstra a

conjetura ou invalida-a.

Desenvolvimento

A partida podemos conjeturar que a soma das abcissas dos pontos de interse¢io de r com o

grafico de f é igual ao declive desta reta.

Comecemos por resolver a equagao f(:c) = mx + b para descobrir z, e x,.
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Ora, f(a:) =mz+b<’ —ma+ (c - b) = 0. Pela férmula resolvente da equacao do segundo grau,

mi1’m2+4(b—c)

obtemos z = 5 ,com m’ + 4(b — c) > () para garantir que r interseta o grafico de
m—4/m2+4(b—c) m+«/m2+4(b—c)
f em dois pontos. Se z, <, temos z, +x, = + =m.

2 2

A conjetura é valida e fica assim demonstrada.

Prolongamento
Seja f a fungdo quadratica definida por f(x) = ax? + bx + c. Consideremos a reta r de equagio

reduzida y = mx + k, bem como os pontos A e B em que 7 interseta o grafico de f.

0 que podemos afirmar acerca de a, b e c de modo a que a propriedade que descobrimos na

investiga¢do anterior continue valida? O que conjeturas? Demonstra a conjetura ou invalida-a.

Desenvolvimento

Sera que ainda podemos conjeturar que a soma das abcissas dos pontos de intersecdo de r com o

grafico de f € igual ao declive desta reta?

Comecemos por resolver a equagdo f(x) = mx + k para descobrir z, e z,,.

Ora, fx)=mx+keax?+bx+c=mx+k e ax?>+ (b—m)x+ (c—k) =0. Pela férmula

resolvente da equacdo do segundo grau, obtemos

m—bi\/(b—m)2+4a(k—c)
X =
2a

com (b — m)? + 4(k — ¢) > 0 para garantir que r interseta o grafico de f em dois pontos.

Se r, <z, temos

m—b—+J(b—m)2+4alk—c)+m—>b+(b—m)?2+4alk—c)
2a

xA + xB =
Simplificando,

2m —2b m-—>b

xA+xB: oa <:>xA+xB:T

A conjetura é vilidase b =0 Aa = 1.
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Funcdes bijetivas

Considera a funcio bijetiva, portanto, invertivel, definida por g(x) = x3 e os pontos A do gréafico de

g e A’ do gréafico de g1, de coordenadas (2,8) e (8,2), respetivamente, cuja representacdo grafica
se apresenta.

Figura 1

Seja P um ponto da bissetriz dos quadrantes impares
Investigacao

Existe alguma relagdo entre o ponto P e os pontos Ae A’ ?

Demonstra a tua conjetura.

Desenvolvimento

O ponto A’ é simétrico de A em relacdo a reta de equagdo y = x. Para que tal aconteca, é necessario
que:
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e [AA’] seja perpendicularay = x
Sendo A(2,8), A'(8,2) e P(x, x) temos que AP = A'P, senio vejamos:

AP = \/(x—2)2+(x—8)2 e AP=./(x—8)2+ (x—2)%.Logo, AP = A'P.

Determinando o vetor AA’ = (8,2) — (2,8) = (6,—6) conclui-se que a reta AA’ tem declive

,:——:—1
m="%

Como a bissetriz dos quadrantes impares tem declive m = 1 podemos concluir que

[AA'] éperpendicularay = x
Raciocinando analogamente, concluimos também que, dado um ponto qualquer A do grafico de g

de coordenadas (x,y), o ponto A’ de coordenadas (y, x), pertence ao grafico da fungdo inversa de

g, é simétrico de A relativamente a bissetriz dos quadrantes impares.

Figura 2
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Generalizagao da investigagao

Considera uma fun¢ao f que verifica as condi¢des seguintes:

f:[—1,+oo[ > [0, +oo[ bijetiva e um ponto A(a, f(a)),a = —1.

f71:]0, 400 > [—1, +o, inversa de f e A’ o ponto do grafico de f~! que tem por abcissa f(a).
Sera que a conclusdo a que chegaste anteriormente também se aplica agora?

Prova a tua conclus3o.

Figura 3

Desenvolvimento
e AP = A'P?

AP = \/(x — a)? + (x — f(a))?
= Jx2 —2ax + a? + x2 — 2f (Q)x + f(a)? =

= \/2x2 — 2ax — 2f (a)x + a2 + f(a)?
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AP =/(x - f(@)? + (x — a)?
= Jx2 = 2f(a)x + f(a)? + x2 — 2ax + a® =

= \/2x2 — 2ax — 2f (a)x + a2 + f(a)?

e [AA'] éperpendicularay = x?

AN = (af(@) - (f@,a) = (a-f(a) f(a)—a)
Logo, areta AA’ tem declive:

,_f@-a_  fl@—a_

i@ f@-a

Chegamos a conclusdo pretendida, i.e., os pontos A e A’ sdo simétricos relativamente a bissetriz dos

quadrantes impares.

Que se pode dizer da posi¢do dos graficos de f e f~! relativamente a bissetriz dos quadrantes

impares?

Os graficos de f e f~! sdo simétricos relativamente a bissetriz dos quadrantes impares.
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Medindo a abertura da Parabola

Consideremos as parabolas de equagao:

y=2(x-2)+1,;y=5(x-3>+1,; y=3x"-6x+4

Para cada uma das parabolas, determine as coordenadas do vértice e a distancia entre os pontos A

e B, sabendo que estes resultam da intersecdo da parabola com a reta de equacaoy = y, + 1.

Investigacao

De que modo o valor obtido para a distdncia entre os pontos A e B nas parabolas consideradas,

se relaciona com os parametros que definem a equagdo da parabola? Que nome podemos dar a

distdncia entre os dois pontos?

Desenvolvimento

e As coordenadas do vértice da parabola de

equacdo y=2(x-2)*+1sdo (2, 1).

Sejam Ae B os pontos que resultam da
interse¢do dessa pardbola com areta de equacao

y=yv+1=2.

Entao, tem-se:

2

2x-2) +1=2(x-2)’ =l (x-2) =l@x—2:—\gvx—2:\g@

G B B

Sx—2=——vVvx—-2=—&&Sx=2——vVvXx=2+—
2 2

2

Daqui resulta que,

A(Z— §’2> eB<2+ §’2>
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Logo,
-fpr B (o= 9 - -1

e As coordenadas do vértice parabola y ’ J N
. gle) = 5 (x—-3)+1
de equacdo y=5(x—3)"+1 sdo (2, 1).
Sejam A e B os pontos que resultam da

intersecdo dessa pardbola com a reta —s

de equagdo y =y, +1=2.

Entao, tem-se:

5(x=-3) ' +1=2<5(x-2)" =1< (x-3) :%<:>x—3=—\/§vx—3:\/§<:>

5 V5 5 V5

<S> x—-3=——vx-3=—x=3—vVvx=3+—
5 5 5 5

Daqui resulta que,
V5 V5
Al 33— ?, 2leB|3+ ?, 2

= 5-(-5)

Logo,

3 - —

2V5| _2V5
5 5| 5

e Calculemos agora as coordenadas do vértice da parabola de equacgdo y=3x" —6x+4.

—6 (—6)?—4%x3x4
2x3’ 4x3
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Sejam A e B os pontos que resultam da intersecdo

dessa parabola com a reta de equagdo y =y +1=2.

Entdo, tem-se:

6+ /(—6)> —4x3x2
2x3

3 —6x+4=2=3x"—6x+2=0<=x=

<X

_6%V12 6243
6

6

Daqui resulta que,

3-43 3+4/3
A( - ,2>eB< - ,2)

Logo,

— |3+V3 (3-v3\| 2v3
w5505

Conclusdo:
Apos os calculos efetuados, para cada uma das parabolas consideradas, verificou-se que a distancia

entre os pontos A e B depende do coeficiente do termo de grau 2, ou seja, do parametro a.

Generalizagao da investigacao
Considere uma parabola definida pela equagiio y = ax? + bx + ¢, a > 0. Se convencionarmos

“medir” a abertura da parabola como sendo a distdncia entre A e B, pontos de interse¢do da

o

parabola com a reta de equagdo y = yy + 1, mostre que este valor é sempre iguala —.
a
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Desenvolvimento

Podemos convencionar que a abertura da parabola é
dada pela distancia entre dois dos seus pontos de

ordenada igual a 1.

Sejam, entdao, Ae B os pontos que resultam da

intersecdo da parabola com a reta de equacao y, +1.

2 f—
Dado que y, = - b~ dac

, tem-se que:

5 b? — 4ac
ax“+bx+c=——m+1
4a

& 4a®x? + 4abx + 4ac = —b?> + 4ac + 4a &

& 4a’x? +4abx +b*—4a=0o

_ —4ab t /(4ab)? — 4(4a?)(b? — 4a) o

(=
x 8a?
—4ab + \/16a2b? — (16a2)(b? — 4a)
X = =4
8a?
—4ab +V16a2b? — 16a2b? + 64a3
S X = (=
8a?
—4ab + 8ava 4a(—b * 2va) —b + 2Va
S X =—--O X = S X =—

8a? 8a?

Daqui resulta que:

—b—2 b? — 4 —b + 2 b? — 4
A( \/E’_ ac+1>eB< \/E,_ L1

2a 4a 2a
Logo,
E_—b—Z\/E ~b+2va| |-b—-2vVa+b—2Va
B 2a 2a N 2a
_|-2va| 2va
B a T a
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Conclusio:

Se convencionarmos “medir” a abertura de uma parabola, de equacio y = ax? + bx + ¢, a > 0,

como sendo a distancia entre A e B, pontos de intersecao da reta de equacao y = y,, + 1 com essa

oo

parabola, o valor da abertura da parabola é iguala —.
a

Variagao da investigagao

Considere uma parabola definida pela equagio y = ax? + bx + ¢, a > 0. Se convencionarmos
“medir” a abertura da parabola como sendo a distancia entre os pontos A e B da parabola de

ordenada y = yy + k, em que k é um nimero real positivo, qual sera o valor da abertura da
parabola?

Desenvolvimento

Sejam A e B os pontos que resultam da intersecao da parabola com a reta de equacdo y = y, + k.
b’ —4ac
a

Dado que y, = - , tem-se que:

5 b? — 4ac -
ax +bx+c=—T+k=>4ax + 4abx + 4ac
= —b? + 4ac + 4ak &

& 4a’x? + 4abx + b? —4ak =0
_ —4ab + \/(4ab)? — 4(4a?)(b? — 4ak)

S x
8a?
—4ab + \/16a2b? — (16a2)(b? — 4ak)
o x = =
8a?
—4ab + V16a2b? — 16a2b? + 64a3k
o x = =
8a?
—4ab + 8avak 4a(—b + 2Vak) —b + 2vak
S X = S x = S X =—
8a? 8a? 2a
—h— 2_ _ 2_
Daqui resulta que A ( i zim’ _b 4:“ + k) eB ( b+22a\/(ﬁ, _b 4:ac + k)
Logo,
15 - —b —2Vak —b+ 2Vak _ —b — 2vVak + b — 2Vak
B 2a 2a B 2a
_ |—4Vak|  2vak
B 2a - a
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Conclusio:

Se convencionarmos “medir” a abertura de uma parabola, de equacio y = ax? + bx + ¢, a > 0,

como sendo a distancia entre os pontos A e B dessa parabola de ordenada y, + %, em que ké um

’ iy , ;. 2vak
numero real positivo, o valor da abertura da parabola é igual a "
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0 vértice das parabolas

Seja F a familia de funcdes definidas por F(x) = x> + bx + 1,b € R.

Qual é a influéncia do parametro b no grafico das fungdes que se obtém para os diferentes valores
de b?

Investigacao

Variando o valor de b, determine e represente, num referencial, os zeros e os vértices das

representagdes graficas da fun¢do que se obtém para cada valor de b.

Desenvolvimento
e Considerando b = —2 obtém-se f(x) = x? —2x + 1.

Calculemos os zeros:

24+,(-2)2—-4x1x1
5 =

f)=0=x*-2x+1=0x =

sSx=1
Ja sabemos que o grafico da fun¢do é uma parabola, com a curva virada para cima, que passa no

ponto V;(1,0) que é o seu vértice.

e Considerando b = 2 obtém-se f(x) = x? + 2x + 1.

Calculemos os zeros:

—2+V22—4x1x1
f=0=x?+2x+1=0x=—— 5 =

Sx=-—1

Ja sabemos que o grafico da fun¢do é uma parabola, com a curva virada para cima, que passa no

ponto V,(—1,0), que é o seu vértice.

e Considerando b = 0 vamos obter f(x) = x%2 + 1

Recordemos que o vértice da parabola pode ser obtido através de
v b b?—4ac
2a’ 4a
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Entdo, neste caso temos:

_o b? —4dac
2a_ ° ° " 4a
Portanto V5(0,—1).
Vejamos mais dois casos.
e Considerando b = —4 vamos obter f(x) = x* —4x + 1
Teremos entdo:
b -4 )
2a . 2 °°
b>—4ac  16—4 ]
4a 4

Portanto V,(2,—3).

e Considerando b = 4 vamos obter f(x) = x* + 4x + 1

Teremos entao:

b 4 b2—4ac_

2a 2 4a
Portanto Vs(—2,—3).

Generalizagao

=-1
21y
V3
1@
\\3’2 \v.f']
X
12 .1 0 ? 2
-1
-2
\\3’5 \\3’4
] -3 @
16 — 4
= -3

Considerando um valor qualquer para o parametro b, investigue a influéncia do parametro b na

localizagdo do vértice da representagio grafica de f

Desenvolvimento

Considerando f(x) = x? + bx + 1,b € R, calculemos os zeros:

—b+ Vb7 —4
f(x)=0(:>x2+bx+1=0<:>x=f<:)
—b+VbT— 1 —VbZ—4
& x = 5 Vx= 5
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e Seb?—4<0e be]-22[,afun¢do ndo tem zeros

e Seb? —4 =0,afuncio tem apenas um zero, ou seja,se b = —2 V b = 2 o zero sera

—b
2
E as coordenadas do vértice serdo V(1,0) quando b = —2 ouV(—1,0) quando b = 2.

X =

e Seb?—4>0b€E]|—mw—2[U]2 +| afun¢io tem dois zeros.

Como ja vimos anteriormente

Se
= b S b=-2
X = > = —2x
entdo, a ordenada do vértice sera
(-2x)2 -4 4x?% — 4
= & = — f—t
Y 4 y 4
y=—-x*+1

Donde, V(x, —x? + 1).
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2|y Podemos concluir que os vértices das parabolas também

definem uma paréabola de equacido y = —x? + 1.

Ve

file) = 22+

Extensao

Se tivéssemos F(x) = x? + bx + ¢,com b e ¢ € R, qual é a influéncia que os parametros tém na

localizagdo dos vértices das representagoes graficas das diferentes fungdes desta familia?

Sendo

O que podiamos dizer do vértice?

Se

entdo, a ordenada do vértice sera

_ (=2x)? —4c 4x?% — 4

Logo, V(x, —x? + ¢).
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Podemos concluir que os vértices das parabolas, que representam graficamente as funcdes da
familia considerada, definem uma familia de pardbolas de equacido y = —x? + ¢,com ¢ € R, com a

curvatura voltada para baixo e cujos vértices sdo da forma V.(0, c).
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Combinatoria/Probabilidades

51



Poligonos a partir de poligonos

Considere o tridngulo equilatero [ABC] em que em cada um dos seus lados sdo colocados 3 pontos

como se sugere na Figura 1.

Figura 1
Quantos poligonos convexos se podem definir utilizando pelo menos um dos pontos colocados em

cada um dos lados do triangulo?

Desenvolvimento

O numero de poligonos que se podem definir, nas condi¢gdes apresentadas, pode ser determinado

considerando quatro casos.

Caso 1: Selecionando um ponto em cada lado do tridngulo.

Neste caso, podemos obter 33 poligonos.

Caso 2: Selecionando um ponto em dois lados do tridngulo e dois pontos no outro lado.

Neste caso, podemos obter *C; x 3% x ( 362)1 poligonos.

Caso 3: Selecionando um ponto num lado do tridngulo e dois pontos nos outros dois lados.

Neste caso, podemos obter 3C, x 3! x ( 362)2 poligonos.

Caso 4: Selecionando dois pontos em cada um dos trés lados do triangulo.

Neste caso, podemos obter ( 362)3 poligonos.

Assim, de acordo com as condi¢des estabelecidas, no total podem ser definidos:

334 3¢, x 32 % (36,)" + 3¢, x 3t x (36,)° + (3¢,)° = (3+ 3¢,)° = 216 poligonos
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Investigacao

Considere um tridngulo equilatero [ABC] no qual, em cada um dos seus lados, sdo colocados n

pontos (nao coincidentes com os vértices), com n > 2.

Quantos poligonos convexos se podem formar com os n pontos colocados nos lados do triangulo,

selecionando pelo menos um ponto em cada um dos seus lados?

Desenvolvimento

O numero de poligonos convexos que se podem definir, nas condi¢des apresentadas, pode ser
determinado considerando os quatro casos acima referidos e corresponde ao valor da seguinte
expressao

"Cyx MCyx MCy 4 3C; x MCy x "Cy x MCy+ 3C, x "C, x "C, x "Cy + "C, X "C, X "C,

que é equivalente a expressao

nd+ 30, x "Cyxn?+ 3C, x ("C)?* xn+ ("C,)3
e que corresponde ao desenvolvimento, pelo Bindmio de Newton, de (n + "C,)3.

Conclusio

O ntimero de poligonos convexos que se podem formar com os n pontos (ndo coincidentes com os
vértices) colocados em cada um dos lados de um tridngulo equiladtero (com n > 2), selecionando

pelo menos um ponto em cada um dos seus lados, é igual ao valor do binémio

3

(n+ "C,)3 = ("22*") .

Variagdo da investigacao

Considere um quadrado [ABCD] no qual, em cada um dos seus lados, sdo colocados n pontos

(ndo coincidentes com os vértices), com n > 2.

Quantos poligonos convexos se podem formar com os n pontos colocados nos lados do quadrado,

selecionando pelo menos um ponto em cada um dos seus lados?
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Desenvolvimento

O numero de poligonos que se podem definir, nas condigdes apresentadas, pode ser determinado
considerando cinco casos.

Pode selecionar-se um ponto em cada lado, dois pontos num lado e um ponto em cada um dos
outros trés, dois pontos em dois lados e um ponto em cada um dos restantes dois lados, dois pontos
em trés dos lados e um ponto no lado restante ou selecionando dois pontos em cada um dos quatro
lados.

Tal abordagem permite-nos obter a expressao
("CD*+ "0y x ("C3 X "Co+ *Cy X (MC)2 X ("G + *C3 x "Cy x ("CR)% + ("Cy)*
que equivale a
n*+ 1 xndx "C,+ *C, xn? x ("C)%+ 3 xnx ("C)3 + ("C)*

e que corresponde ao desenvolvimento, pelo Bindmio de Newton, de (n + "C,)*.

Conclusio

O niimero de poligonos convexos que se podem formar com os n pontos (ndo coincidentes com os
vértices) colocados em cada um dos lados de um quadrado (com n > 2), selecionando pelo menos

um ponto em cada um dos seus lados, é igual ao valor do bindmio

(n+ nC2)4 _ (n22+n)4.

Extensao da investigac¢do

Considere um poligono regular com k lados no qual, em cada um dos seus lados, sdo colocados n

pontos (nao coincidentes com os vértices), com n > 2.

Quantos poligonos convexos se podem formar com os n pontos colocados nos lados do poligono

regular com k lados, selecionando pelo menos um ponto em cada um dos seus lados?
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Desenvolvimento

O numero de poligonos convexos que se podem formar, nas condigdes enunciadas, corresponde ao
numero de maneiras diferentes de, em cada um dos k lados de um poligono regular, escolher no

minimo um dos n pontos e no maximo escolher dois pontos.
A expressdo que nos da esse resultado é:

nk + kC1 X nk_l X nCz + kCz X nk_z X (nCZ )2 + b + ka—l X nl X (TlCz)k—l + (nCZ)k

2
e corresponde ao desenvolvimento, pelo Binémio de Newton, de (n + "C,)* = (”Zi) .

Conclusdo

O numero de poligonos convexos que se podem formar com n pontos (ndo coincidentes com os
vértices) colocados nos lados de um poligono regular com k lados (com n > 2), selecionando pelo

menos um ponto em cada um dos seus lados, é igual ao valor do binémio

(n+ ncz)k _ (n22+n)k.
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Ora bolas!

Num saco existem dez bolas indistinguiveis ao tato: duas bolas amarelas, trés bolas brancas e cinco

bolas castanhas. Considere-se, ainda, que as bolas estdo numeradas de 1 a 10.

Situagdo A Retiram-se as dez bolas em simultaneo, ao acaso, e colocam-se em fila.

Qual é a probabilidade de as bolas amarelas nado ficarem juntas?

Desenvolvimento

Consideremos o acontecimento A: “As bolas amarelas nao ficam juntas”. A probabilidade referida
pode obter-se pela expressdo P(4) = 1 — P(A), em que A designa o acontecimento contrario de A,
nomeadamente, “as bolas amarelas ficam juntas”.

Ora, as duas bolas amarelas podem ficar juntas numa fila com 10 lugares de 9 X 2! X 8! maneiras
diferentes, em que 9 representa o nimero de posi¢cdes na fila das bolas amarelas, mantendo a
posicdo relativa entre si; 2! representa o nimero de permutacdes das bolas amarelas entre si e 8!
representa o nimero de permutacdes das bolas ndo amarelas entre si. O nimero de filas que é

possivel formar com estas bolas é 10! visto que estas, estando numeradas, sao diferentes.

9x2!x8! .

Entdo, P(A) =1 — —o ouseja, P(A)=1-

21X90 . 1 42 _4
o . Simplificando, P(A) = 1 ST

Generalizagao

Pensemos numa experiéncia aleatéria analoga a precedente, ainda com bolas de trés cores, mas,

agora, com a bolas amarelas, b bolas brancas e ¢ bolas castanhas.

Enunciar um problema semelhante ao da situagdo A e apresentar uma possivel solu¢ao.

Tratando-se de uma experiéncia aleatéria andloga a da situagdo A, com novas condigdes,
poderiamos enunciar o problema do seguinte modo: Num saco existem bolas indistinguiveis ao
tato: a bolas amarelas, b bolas brancas e c bolas castanhas. Considere-se, ainda, que as bolas estdo
numeradas de 1 a a + b + c. Retiram-se as a + b + ¢ bolas em simultineo, ao acaso, e colocam-se

em fila. Qual é a probabilidade de as bolas amarelas nao ficarem juntas?
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Desenvolvimento

Consideremos o acontecimento A: “As bolas amarelas ndo ficam juntas”. A probabilidade referida
pode obter-se pela expressdo P(4) = 1 — P(A), em que A designa o acontecimento contrario de A,
nomeadamente, “as bolas amarelas ficam juntas”.

Ora, as a bolas amarelas podem ficar juntas numa fila com a + b + ¢ lugares de quantas maneiras
diferentes? De (b +c+ 1) X a! X (b + ¢)! maneiras diferentes, em que b + ¢ + 1 representa o
numero de posi¢oes na fila das bolas amarelas, mantendo a posicdo relativa entre si; a! representa
o numero de permutacdes das bolas amarelas entre si e (b + c¢)! representa o nimero de
permutagdes das bolas nao amarelas entre si. O namero de filas que é possivel formar com estas

bolas é (a + b + ¢)! visto que estas, estando numeradas, sdo diferentes.

Entdo,
(b+c+1)xal x(b+c)!
P(A)=1-
(4) (a+b+c)!
Simplificando,
alX(b+c+1)!
P(A)=1- ( )

(a+b+0c)!

Nova generalizagao

Admitamos que no saco existem bolas de k cores diferentes, nomeadamente, c; bolas de uma cor,

¢, bolas de outra cor, ..., e ¢, bolas de outra cor.

Enunciar um problema analogo ao da situa¢do A e apresentar uma possivel solugdo.

Por analogia com a experiéncia aleatdria da situacao A, com as novas condi¢des, poderiamos
enunciar o problema do seguinte modo: Num saco existem bolas indistinguiveis ao tato: ¢; bolas da
cor 1, ¢, bolas da cor 2, ..., e ¢, bolas da cor k. Considere-se, ainda, que as bolas estdo numeradas de
lacy +cy+ -+ ¢, Retiram-se as ¢; + ¢, + -+ + ¢ bolas em simultaneo, ao acaso, e colocam-se

em fila. Qual é a probabilidade de as bolas de uma cor, digamos, a cor 1, ndo ficarem juntas?
Desenvolvimento

Consideremos o acontecimento A: “As bolas da cor 1 ndo ficam juntas”. A probabilidade referida
pode obter-se pela expressdo P(4) = 1 — P(A), em que A designa o acontecimento contrario de A,

nomeadamente, “as bolas da cor 1 ficam juntas”.
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Ora, as c¢; bolas da cor 1 podem ficar juntas numa fila com c; + ¢, + -+ + ¢, lugares de quantas
maneiras diferentes? De (c, + ¢3 + -+ ¢, + 1) X ¢;! X (¢, + ¢35 + -+ + ¢,)! maneiras diferentes,
em que ¢, + c3 + - + ¢, + 1 representa o numero de posi¢des na fila das bolas da cor 1, mantendo
a posicao relativa entre si; c;! representa o nimero de permutagdes das bolas da cor 1 entre si e
(cy + c3 + -+ + ¢y )! representa o nimero de permutagdes das bolas que nio tém a cor 1 entre si. O
numero de filas que é possivel formar com estas bolas é (¢; + ¢, + -+ + ¢)! visto que estas, estando
numeradas, sao diferentes.

Entdo,

!X (cy+c3+ -+ + 1)

P(A)=1-
) (c1+ ¢y + -+ cy)!
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Pecas e mais pecas...

Um jogo de xadrez é constituido por um tabuleiro e 32 pecas, 16 brancas e 16 pretas. Para cada cor,

existe um rei, uma rainha, duas torres (iguais), dois bispos (iguais), dois cavalos (iguais) e oito

i1 8 4 8 &

Rei Rainha Torre Bispo Cavalo Peao

pedes (iguais).

Situagdo inicial 1 2 3 4
Na Figura 1, estd representado um tabuleiro com 16 casas, dispostas em

quatro filas horizontais (A,B,C,D) e em quatro filas verticais (1,2,3,4).

o O o F

Figura 1

Pretende-se dispor as 5 pecas de xadrez, apresentadas na Figura 2, no tabuleiro de modo que cada

peca ocupe uma Unica casa e que cada casa ndo seja ocupada por mais do que uma peca.

Como se pode observar, as 5 pegas sdo todas brancas, sendo um Bispo, uma Torre, um Cavalo e 2

pedes.

88222

Figura 2

De quantas formas diferentes é possivel dispor as 5 pecas no tabuleiro?

Desenvolvimento

164, x 3¢, = 262080
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Investigacao

Na Figura 3, esta representado um tabuleiro com 50 casas, dispostas em 5 filas

horizontais (A,B,C,D,E) e em 10 filas verticais (1,2,3,4,...,10).

Sabe-se que cinco pecas de xadrez, todas de cor branca, podem ser dispostas no tabuleiro de 42
375 200 formas distintas.

Investigue que tipologias podem ter as 5 pe¢as (niimero de pegas iguais e nimero

de pegas distintas) e se a solu¢do encontrada é tnica.

1 23 4 ..910

A

R

C

D

E

Figura 3
Desenvolvimento
Tipologia das pegas Calculos
5 pegas diferentes 04 —=254251200
2 pegas iguais e 3 diferentes e x84 =127125 600
5 3
3 pegas iguais e 2 diferentes Ve x4 =42375200
3 2
4 pegas iguais e 1 diferente PC x46=10593800
4
5 pecas iguais NC =2 118760
5
2 grupos de 2 pecas iguais e 1 peca diferente 50 18
(por exemplo, 2 torres, 2 bispos e 1 pedo) C2 X C2 x46=63 562800
1 grupo de 2 pecas iguais e 1 grupo de 3 pecas iguais 50 "
(por exemplo, 2 cavalos e 3 bispos) (> ¢, =21 187600
Conclusao

0 grupo das 5 pecas de xadrez deve ser formado por trés pecas iguais e por 2 pecas diferentes, sendo

esta a Unica solugao.
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Variagao da investigagao

Considere agora que ao tabuleiro representado na Figura 3 foram acrescentadas novas filas
verticais, ficando o novo tabuleiro com um total de n filas verticais.

Sabe-se que cinco pegas de xadrez, todas brancas, podem ser dispostas no tabuleiro de
3125 3125 4375 625 _—
Tns - Tn" + Tn3 — Tnz + 30n formas distintas.

Investigue que tipologias podem ter as 5 pec¢as (nimero de pegas iguais e numero de pegas
distintas) e se a solu¢do encontrada é tinica.

Desenvolvimento
Tipologia das pegas Calculos
5 pegas diferentes A =3125n" —6250n" +4375n" —12501" +120n
2 pecas iguais e 3 diferentes L aVELY, %,ﬁ —3125n* + @nf‘ —625n* +60n
2 3 2 2
3 pecgas iguais e 2 diferentes 5"6'3 X 5”’3A2 = 312 n — 3125 n' +@n3 —%n2 +20n
6 3 6 3
4 pecas iguais e 1 diferente YC x bn—4 = 3125 n — 3125 n'+ 4375 n’— 625 n’+5n
24 12 24 12
5 pecas iguais C, = 025 n— 025 n'+ 875 n’— 125 n’+n
24 12 24 12
2 grupos de 2 pegas iguais e
1 peca diferente _ MC,x ", x bn—4 = 3125 s 3125 s + 4375 s _ 025 1o +30n
(por exemplo, 2 torres, 2 bispos 4 2 4 2
e 1 pedo)
1 grupo de 2 pecas iguais e
1 grupo de 3 pecas iguais e s S 3125 n— 3125 nt 4+ 4375 n _62_5H2 +10n
(por exemplo, 2 cavalos e 3 ? ’ 12 6 12
bispos)
Conclusdo

O grupo das 5 pecas de xadrez deve ser formado por dois grupos constituidos por 2 pecas iguais

(por exemplo 2 torres e 2 bispos), sendo esta a solucdo Unica.
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Capitulo 2 — Tarefas investigativas: potencialidades

e constrangimentos. Reflex6es dos formandos.
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Alda Silva

“Uma investigagdo matematica é sempre uma
viagem ao desconhecido, pois embora ja até possa
ter sido feita por outros, dara ao aluno a
oportunidade de fazer matematica do mesmo modo
como os matematicos o fazem; ele é quem decidira
o caminho a ser seguido.” Nigel Langdon e Charles

Snape in, “Viva a Matematica” (Editora Gradiva)

Nas atividades tradicionais o professor desempenha um papel estruturante, sdo atividades nas
quais o objetivo final esta delineado, em que, na generalidade dos casos, o caminho a seguir
esta definido, nelas o papel do aluno é executar. Nas atividades de investigagcao, o aluno tem a
responsabilidade de descobrir e justificar as suas descobertas e o papel do professor nao é

fornecer respostas, pelo contrario, é de desafiar os alunos a procura-las por si proprios.

As atividades de investigagcao, centradas no aluno, permitem o desenvolvimento da sua
autonomia e da sua capacidade de tomar decisdes, avaliar e resolver problemas. Podendo ser
desenvolvidas individualmente, considero que, num contexto de sala de aula, o trabalho de
caracter investigativo deve ser concebido como trabalho colaborativo. A aprendizagem
cooperativa € uma mais-valia neste tipo de atividades pois ajuda na construgao do conhecimento

e auxilia o desenvolvimento de diversas competéncias.

No Perfil do Aluno é explicitado o que se espera de um jovem a saida da escolaridade obrigatéria.
Optar por uma estratégia didatica com recurso a investigacgao ira contribuir para a concretizagao
da visao abrangente do aluno. A realizagao de atividades de investigagao permite ao aluno
participar ativamente na constru¢cao do seu conhecimento, o “aprender fazendo” desenvolve
capacidades/competéncias de varios niveis, como, por exemplo, elaborar estratégias; construir
conceitos; estabelecer conexodes; trabalhar colaborativamente; desenvolver o espirito critico, o
pensamento matematico, a comunicagao escrita e oral e estimular a autonomia, a resiliénciae a

argumentacgao.

A abordagem investigativa traz beneficios concretos no processo ensino-aprendizagem da

Matematica, mas a sua aplicagdo nao esta livre de constrangimentos.

Além, dos suspeitos do costume, falta de tempo porque o programa é extenso, a barreira da
avaliacdo externa,..., da resisténcia dos alunos devido ao seu desconforto perante uma atividade
que requer uma participagao mais ativa e que exige a mobilizagao de competéncias diferentes
do habitual, o maior constrangimento, quanto a mim, é a minha(nossa) dificuldade enquanto
professor(es) no planeamento de atividades com uma abordagem investigativa.
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Os nossos receios comegam a ser ultrapassados a medida que nés préprios investimos no tema.
Existem diversos estudos académicos que nos podem ajudar e modelos de concegido de
atividades investigativas. Um deles, é o modelo dos 5 E’s, definido por Rodger Bybee, que
apresenta uma série de instrugoes divididas em cinco fases, a saber: envolvimento (Engage),
exploracao (Explore), explicagdo (Explain), elaboragado (Elaborate) e avaliagdo (Evaluate) que

ajudam na implementacao de atividades investigativas.

Para a superagao dos constrangimentos e a consequente alteragdo das praticas pedagégicas
irdo, também, contribuir fortemente o trabalho colaborativo, a formagao e, na minha opiniao, a
consciéncia que, como defende Joao Pedro da Fonte, “... investigar ndo significa
necessariamente lidar com problemas na fronteira do conhecimento nem com problemas de
grande dificuldade. Significa, apenas, trabalhar a partir de questées que nos interessam e que
se apresentam inicialmente confusas, mas que conseguimos clarificar e estudar de modo

organizado”.
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Anabela Torres

Cada vez mais, os curriculos escolares estdo a apresentar atividades de natureza investigativa.
Torna-se fundamental para a aprendizagem matematica dos alunos ao melhorar a organizagao e
sedimentag¢ao dos conhecimentos e também para o desenvolvimento profissional do professor.
Nesta atividade, o aluno formula questoes, testa, prova conjeturas e argumentos, apresenta
resultados, discute-os com os colegas e professores, melhorando a sua capacidade de
argumentacdo. Cria uma maior independéncia em relagao ao professor aumentando a autonomia

do estudante.
Potencialidades

A partida, todos os professores estdo de acordo em que esta metodologia podera melhorar a
compreensao e potencialidade da matematica por parte dos alunos. Desenvolve o seu
pensamento matematico através de processos menos formais, a matematica surge naturalmente
através de tentativas, erros e suas corregdes, melhora o dominio dos conhecimentos adquiridos
tornando a aprendizagem mais significativa e estruturada, e aumenta a competéncia na
resolucdo de muitos problemas do dia-a-dia, podendo extrair conceitos matematicos de
situacoes concretas. Os especialistas em educacao enfatizam um maior desenvolvimento de

varios aspetos por parte dos alunos: criatividade, iniciativa, autoconfiancga.
Constrangimentos

E claro que, todas estes procedimentos levantam algumas questdes que devem ser colocadas
logo de inicio, sob pena de ndo se conseguir avangar e atingir os objetivos ultimos que sao: levar
o aluno a descoberta de novos saberes, por meio de problemas abertos, os quais propiciarao o

levantamento de conjeturas possiveis de serem testadas e matematicamente registadas.

Assim, poderemos enumerar algumas destas dificuldades, que comeg¢am logo pela preparagao
das tarefas (questoes) pelo professor, de forma a atingir os objetivos, os quais devem ser
claramente definidos, da maneira mais adequada, o que vai exigir algum tempo de pesquisa

pelos varios materiais de apoio.

No que se refere aos alunos, ha que pensar logo de inicio, na gestao do tempo disponivel para a
atividade, tendo sempre em aten¢ao outros aspetos como trabalho individual ou em grupo, como
promover e incrementar a participagao dos alunos através dos recursos disponiveis e tornar a

tarefa interessante para ultrapassar dificuldades e resisténcia por parte dos alunos.

Por ultimo, mas ndo menos importante, é necessario definir uma avaliagao adequada e justa. Ter
em conta o trabalho individual, a participagao do aluno no grupo, a concretizagao da tarefa e

caminhos para a executar, a aquisicdo de novos conhecimentos, a apresentacao dos resultados.
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E um desafio interessante e importante no ensino da matematica, mas que necessita da parte do

professor, tempo para ser implementado como pratica corrente.

69



Cristina Castro

O ensino eficaz da matematica e os processos que levam os alunos a conquistarem
aprendizagens significativas é, sem qualquer duvida, um dos propdsitos que norteiam a
planificagao do trabalho dos professores da disciplina. Ndo é por acaso que a matematica é a
disciplina da qual se fala nas noticias, ja que um bom desempenho dos alunos nesta area, esta
normalmente associado a uma boa capacidade de interpretacao, raciocinio l6gico e abstrato,
resolucdo de problemas e sentido analitico e critico, que sdo competéncias imprescindiveis para

as restantes areas cientificas e estruturantes para a maioria dos estudantes.

Ainda assim, apesar de todos os holofotes lhe estarem apontados, os caminhos que levam ao
sucesso dos alunos na disciplina de matematica ndao sao totalmente claros e as sucessivas
mudancas, impostas pela tutela, baseiam-se mais em divergéncias ideolégicas por parte dos
investigadores ligados a educacao matematica e menos na experiéncia de terreno. Nao é
possivel implementar mudangas sem reequacionar o que se pretende que os alunos aprendam
e como é possivel garantir que essa aprendizagem seja real e consistente, tendo presente quais
as reais fragilidades dos estudantes e quais as oportunidades para uma mudancga que se venha

a revelar proficua para a melhoria dos patamares de desempenho dos alunos.

E neste contexto que faz sentido pensar quais as metodologias que se revelam mais eficazes no
trabalho com os alunos e que surge esta reflexdo relativa a utilizagdo de atividades de
investigacdao na aula de matematica. Pessoalmente, sou muito favoravel a sua implementagao
porque entendo que é o tipo de atividade que permite uma maior apropriagdao dos conceitos e
dos procedimentos, permitindo ainda o desenvolvimento das competéncias ja enunciadas e que
sdo fundamentais para o desenvolvimento integral dos alunos, constituindo ferramentas que os
irao acompanhar apés o fim do seu percurso académico. Além disso, considero que a
construcao destas atividades por parte dos professores permite um ensino mais personalizado
e ajustado a realidade de cada turma, possibilitando ainda a inclusao de propostas diferenciadas
que garantam que todos os alunos encontrem, ao realiza-las, oportunidades efetivas para o seu
desenvolvimento individual. No entanto, nao utilizo este tipo de atividades com a frequéncia que
desejaria uma vez que os alunos nao estao muito habituados a esta metodologia, sendo dificil
fazer a sua implementagao consistente face a extensao dos programas que requerem que os
varios conteudos sejam lecionados de uma forma muito mais célere do que seria recomendavel.
Na minha experiéncia, os melhores momentos de implementagdao deste tipo de atividades
aconteceram em contexto de avaliagdo, que proporciona um maior envolvimento dos alunos e
um nivel de dedicacdo as propostas muito mais elevado, mas gostava de conseguir integra-las

na minha pratica de uma forma mais consistente.

Deste modo, em jeito de conclusao, penso que a utilizagdo de tarefas investigativas em sala de

aula deveria ser a norma, nao sé no ensino secundario, mas também ao longo do ensino basico,
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para que os alunos se familiarizem, de forma gradual, com este tipo de trabalho. Para que tal seja
possivel, é importante que os curriculos sejam atualizados, ajustados aos escaldes etarios e, no
caso do ensino secundario, articulados de forma realista com o futuro académico dos alunos e
com as respetivas saidas profissionais, de modo que seja possivel desenvolver, em sala de aula,
um trabalho com um ritmo mais adequado aos processos de aprendizagem. Neste contexto,
penso que este tipo de atividades teria um lugar de destaque na aula de matematica, que passaria
a ser muito mais centrada no aluno e no trabalho colaborativo entre pares. Isto permitiria abrir a
porta a utilizacdo de metodologias como a sala de aula invertida e a redefinicao de estratégias
de avaliagao, ja que com estas tarefas é possivel incluir a avaliagao por rubricas ou descritores
de desempenho, pelo que me parece que o futuro do ensino da matematica passara certamente

por termos os alunos a investigar para aprender.
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Dulce Goncalves

A implementacao de atividades investigativas apresenta iniumeros pontos fortes. O facto de ao
aluno ser apresentada uma atividade que ndao segue um conjunto de procedimentos e regras
com o objetivo de chegar a um unico e previsivel resultado, faz com que este tenha de
desenvolver estratégias, escolher a linha de raciocinio a tomar, formular conjeturas e conseguir
prova-las, mobilizando todos os conhecimentos que possui. Trata-se, portanto, da construgao

de conhecimento a um nivel superior onde o aluno é o autor.

Além dos pontos fortes enumerados, é reforcada a autonomia e a capacidade de comunicagao
oral e escrita, seja no caso da atividade investigativa ser desenvolvida de forma individual, seja
se for desenvolvida em grupo. Neste caso, acrescem, ainda, os pontos fortes inerentes a este

tipo de trabalho, como sejam a cooperagao, a integragao, a troca de ideias, ...

Em suma, a implementacgéao de atividades investigativas nas atividades letivas, possibilitam que
os alunos participem ativamente na construgcao do conhecimento matematico, ampliem os seus

horizontes e trabalhem de forma muito criativa.

Do ponto de vista do professor, estas atividades requerem o acompanhamento do processo
desenvolvido pelo aluno de uma forma muito mais proxima. O professor torna-se um
companheiro de viagem, tendo também a seu cargo o langamento de pistas para desbloquear

possiveis bloqueios ou raciocinios incorretos.

No que aos constrangimentos diz respeito, comego por apontar o tamanho das turmas. A
exigéncia de um acompanhamento mais préximo por parte do professor € comprometida pelo
elevado numero de alunos dentro da sala de aula. Por outro lado, estas atividades exigem
bastante tempo para serem desenvolvidas. Enquanto os programas de Matematica mantiverem
a dimensao e exigéncia atuais, mesmo que exista muito boa vontade do docente, sera muito

dificil desenvolver este tipo de trabalho em ambiente de sala de aula.

Poder-se-ia pensar em propor atividades investigativas a desenvolver no espac¢o exterior a sala
de aula, mas, também ai, vejo o constrangimento de o trabalho poder nao ser desenvolvido pelo

aluno.

Termino, fazendo um balango do trabalho desenvolvido nesta formagao. Foi muito enriquecedor
o processo de criacao das atividades investigativas, tanto na abordagem em grande grupo, como
na abordagem em pequenos subgrupos. Senti sempre que cada um, formandos e formador, deu
fortes contributos na criagao das atividades e que foram esses contributos que as tornaram mais
completas e interessantes. Considero mesmo que todos nés nos conseguimos superar e que o

produto do trabalho segue o preconizado por Nigel Langdon e Charles Snape.

72



“Uma investigagao matematica é sempre uma viagem ao desconhecido, pois embora ja até possa
ter sido feita por outros, dara ao aluno a oportunidade de fazer matematica do mesmo modo

como os matematicos o fazem; ele é quem decidira o caminho a ser seguido.

Qualquer um se sentira como um detetive, pois comeg¢ara com uma pista e tera que prosseguir
sozinho, escolhendo a dire¢ao. Mesmo quando erra, encontra dificuldades, tem de guardar suas
ideias e recomecgar. As investigagoes levardo o investigador a trabalhar de modo muito criativo
em Matematica, pois muitas vezes as perguntas ndo o levardo a respostas, mas a outras
perguntas, instigando o investigador a sempre procurar saber quais sdo as razées pelas quais

as coisas acontecem?”.
Nigel Langdon e Charles Snape

Adaptacao de “Viva a Matematica” (Editora Gradiva)
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Joao Afonso

Numa atividade de investigagao, os alunos exploram uma
situacdao aberta, procuram regularidades, fazem e testam
conjeturas, argumentam e comunicam oralmente ou por
escrito as suas conclusoes. Qualquer tema de Matematica
pode proporcionar ocasides para a realizagao de atividades de
natureza investigativa (DEB, 2001, p.68)

Muitas sdo as potencialidades que podem advir no ensino da Matematica com a proposta de
tarefas investigativas aos alunos. De facto, quando se propdoe uma tarefa de natureza
investigativa estaremos a propor ao aluno a possibilidade de desenvolver competéncias
diferenciadas. A capacidade para investigar, explorar, conjeturar, raciocinar de forma légica e
desenvolver a aptidao para utilizar varios métodos matematicos na resolucao de problemas de
natureza nao rotineira, possibilitam a formacao de cidadaos matematicamente competentes
(Afonso, 2009). E nesse contexto e agora reforgado com os atuais documentos orientadores que

se devem valorizar atividade de investigagao desde os primeiros anos de escolaridade.

De facto, as tarefas de investigacao fazem parte de uma listagem de experiéncias de
aprendizagem em que todos os alunos devem ter oportunidade de se envolver, atividades essas
em linha com a ideia de que aprender Matematica é fazer Matematica (NCTM, 1991) recorrendo a
procedimentos préprios da investigagao, como a generalizagao, estudo de casos particulares,

modelag¢ao, comunicagao, analise, exploragao, conjetura e prova.

Contudo, a realizagdao de tarefas de natureza investigativa, acarreta uma série de
constrangimentos que comecam desde logo na predisposi¢cdo dos alunos. Estudos realizados
(Tanner, 1989) revelam que os alunos envolvidos nesse tipo de trabalho preferem a realizagao
de paginas seguidas de exercicios e que gostam de alguma seguranc¢a vinda pelo facto de
chegarem a respostas certas. Para os alunos, a realizagdo de investigagdes apenas esta ao

alcance dos mais dotados e que, portanto, nem todos conseguem realiza-las.

Quanto aos professores, nem todos se posicionam de igual modo face a tarefas de natureza
investigativa. Para uns é interessante manter uma atitude investigativa e fazer exploragées
matematicas, para outros essas atividades nao despertam interesse especial. De modo geral, o
facto de investigagoes seguirem caminhos imprevistos, faz com que os professores sintam
alguma reserva na sua pratica. Tal como Ponte et al (1998) afirmam, os professores tém

dificuldade no apoio a prestar aos alunos sem os orientar demasiado ou apoiando-os por vezes
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de menos. Tendo ainda dificuldade na promoc¢ao de discussao intermédia ou mesmo no final do
trabalho realizado.

Fase a estes constrangimentos e atendendo as potencialidades que advém da pratica de tarefas
de natureza investigativa, o Departamento decidiu criar este circulo de estudos para que as
tarefas de natureza investigativa se tornem mais frequentes na nossa pratica docente. Face a
tudo o que foi exposto, o balango a fazer desta formacao é francamente positivo, pela

possibilidade do desenvolvimento profissional que proporcionou.
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Sandra Afonso

Tendo em conta os documentos Programa e Metas Curriculares para a disciplina de Matematica
A do Ensino Secundario e Perfil dos alunos a saida da escolaridade obrigatéria, atualmente
orientadores das praticas letivas, as atividades de natureza investigativa devem assumir um

papel de relevo no ensino da Matematica.

Quando se propdem tarefas de natureza investigativa, estaremos a propor tarefas que rompem
com praticas comuns num ensino essencialmente expositivo em que o professor assume um
papel mais diretivo na transmissao de conhecimentos, procurando garantir que todos os
adquirem na mesma forma. No dmbito de uma investigagcao matematica na sala de aula, procura-
se proporcionar ao aluno a pratica de um trabalho diferenciado que o levara a observar, a fazer
escolhas e conjeturas, a confrontar pontos de vista e a integrar de saberes. O protagonismo do
professor é assim bastante reduzido, ficando reservada para o aluno uma parte significativa do
trabalho de descoberta e de construgciao do conhecimento. O facto de os alunos tomarem
contacto com este tipo de atividade permite-lhes desenvolver competéncias fundamentais,
preconizadas no Perfil do aluno a saida da escolaridade obrigatéria, como a capacidade de
interpretar informacao, planear e gerir pesquisas e projetos, tomar decisdes para resolver
problemas e ainda desenvolver processos conducentes a construgao de conhecimento, usando

recursos diversificados.

Apesar dos beneficios inquestionaveis que este tipo de atividade pode trazer, ndao sé a
aprendizagem, mas também a formagado integral de um aluno, existem igualmente

constrangimentos na sua aplicabilidade.

Os docentes sentem, frequentemente, dificuldades em gerir o tipo de apoio a prestar aos alunos,
no sentido de decidir a forma de fazer emergir os resultados que, supostamente, se pretendem.
Para além disso, a imprevisibilidade das investigagoes e discussoes de resultados podem gerar
sentimentos de inseguranca e de desconforto em alguns professores. A forma de avaliar os
trabalhos produzidos pode também apresentar-se como uma dificuldade/constrangimento pela
diversidade de abordagens possiveis. E também importante referir que o tempo despendido na
realizagao deste tipo de atividades é, por vezes, sentido como um entrave ao cumprimento dos
programas e nao parece ter uma valorizagao imediata e direta, por exemplo nos instrumentos de

avaliacao externa.

Nao é facil criar atividades de investigagdao que, simultaneamente, sirvam o seu objetivo
fundamental e a longo prazo de contribuir para a formagao integral do aluno, sejam adequadas

ao seu nivel etario e de escolaridade e também a dimensao das turmas, permitam uma gestao
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adequada da planificagcao e o cumprimento do programa da disciplina...e poderia continuar a
enumerar outras tantas condicoes que seriam ideais na nossa pratica letiva e certamente
proporcionariam aos alunos a hipotese de realizarem aprendizagens verdadeiramente
significativas.

Esta formacao, para além de nos ter proporcionado a nés enquanto docentes também o prazer
da descoberta e da investigagdo matematica e de nos ter feito, mais uma vez, refletir sobre as
nossas praticas, mostrou-nos que é possivel, em determinadas circunstancias, realizar este tipo

de atividades.

77



Teresa Prelhaz

A educacao matematica, nas ultimas décadas, tem sido objeto de diversos estudos a nivel do
ensino-aprendizagem, da didatica e da formacgéao de professores. Como resultado desse trabalho,
as metodologias utilizadas no ensino-aprendizagem tém sofrido evolugdes significativas, que

nao sao, no entanto, consensuais.

Uma das praticas inovadoras que, de ha uns anos a esta parte, vem a ser incentivada é a
utilizacdao de investigagdes e exploragées matematicas na sala de aula, podendo-se desde ja

afirmar que existem vantagens e constrangimentos a sua aplicagao.

A utilizacido do trabalho investigativo por parte dos alunos permite-lhes desenvolver o espirito
critico, a autonomia e a capacidade de resolucao de problemas. Este trabalho deixa de estar
centralizado no professor, em praticas demasiado expositivas e de rotina que recorrem,
sobretudo, a memorizagdao. Ao realizar uma investigagdo matematica o aluno é obrigado a

pensar, a escolher caminhos e a fazer conjeturas.

Este tipo de trabalho exige, do professor, um papel diferente do “tradicional”. O professor, neste
modelo, tem de conseguir organizar as tarefas, envolver os alunos, tem de saber conduzir a
comunicacao, de estar preparado para orientar os cendarios que vao sendo apresentados e

monitorizar os diversos passos do trabalho dos alunos.

O trabalho colaborativo dos professores pode ser um elemento facilitador da aplicagao do
trabalho investigativo em sala de aula pois a dificuldade que pode surgir na criagao e aplicagao

das tarefas pode ser minimizada quando trabalhada em conjunto.

Um dos problemas que se colocam ao professor prende-se com a avaliagcao das tarefas
investigativas visto ndao ser possivel aplicar o modelo de avaliagdo utilizado quando se

desenvolve um trabalho menos inovador (resolucao de exercicios, fichas e testes).

Além disso, os condicionalismos impostos pela extensao dos curriculos e pela avaliagao externa
sao algumas das contingéncias que podemos enumerar. Pode-se contar também com uma certa
“resisténcia” por parte dos alunos que nao estao habituados a realizar tarefas investigativas nem

arecorrer as TIC, que podem ser um instrumento util na resolugao das mesmas.

Existem ainda fatores externos a escola que podem dificultar a implementacao deste método de
trabalho como, por exemplo, os explicadores cujo objetivo é a mecanizagdao tendo em vista a

realizagdao dos testes e dos exames nacionais, e até alguns encarregados de educacido que
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defendem as praticas tradicionais, nao perspetivando os beneficios que a realizacao das tarefas

investigativas trazem para a formagao do aluno enquanto ser humano pensante.

Como conclusao pode-se dizer que os métodos inovadores, nomeadamente as investigagoes e
exploragcées matematicas, sdo algo a realizar em sala de aula, pelos beneficios que trazem no
desenvolvimento do raciocinio e na forma como os alunos encaram a Matematica. No entanto,
um grande caminho tem ainda de ser percorrido com vista a dotar os professores de preparagao
para, face aos curriculos em vigor, implementar, monitorizagcao e avaliar tais tarefas. E também
necessario que uma cultura matematica inovadora seja interiorizada pelos diversos

intervenientes neste processo que é ENSINAR e APRENDER.
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Vera Costa

No contexto atual de ensino, cada vez mais, nos é exigido que proporcionemos aos hossos
alunos, atividades que lhes permitam, no ambito da disciplina de Matematica A, “descobrir,
raciocinar, provar e comunicar matematica”. Perante esta exigéncia, decidi frequentar a
formacgao, Investigagdes no Ensino da Matematica, perspetivando que esta seria importante para

o meu desenvolvimento profissional nesse ambito.

No meu ponto de vista, a formag¢ao decorreu num clima de participagao e empenho de todos os
elementos do grupo. Considero que as tarefas produzidas foram pertinentes e o facto de ser
possivel a sua elaboracdao em conjunto, foi bastante positivo. Desta forma, os formandos tiveram
a oportunidade de interagir, podendo partilhar os seus saberes tedricos e experienciais,
complementados com a informacgao recebida pelo formador, o qual evidenciou um excelente

dominio cientifico e foi muito colaborante em todas as sessoes.

Destaco, ainda, o trabalho em pequeno grupo, o qual se revelou enriquecedor, pois foram
promovidos momentos de reflexdo e de discussao, sobressaindo um espirito de ajuda, de uns

para com os outros, na concretizagao do trabalho solicitado.

Ao longo da formacgao, expuseram-se dificuldades e constrangimentos relativamente a
operacionalizagao das tarefas produzidas, nomeadamente no que respeita ao nivel da
capacidade de abstracado que é exigida em algumas delas. Possivelmente, ter-se-a que proceder
a reformulacao de algumas delas, no seu formato, e até mesmo, no seu conteudo, adequando-as
aos desempenhos diferenciados dos nossos alunos, para que cumpram o seu proposito
matematico. No entanto, creio que todas as tarefas produzidas constituem uma boa base para o

desafio da implementagao da investigagdo no ensino da Matematica.

Saliento, ainda, que ter frequentado esta formacao foi uma mais-valia, sobretudo pela
oportunidade que tive em alargar a minha imaginagao pedagégica no ambito do ensino
exploratério da Matematica. Até a presente data, ndo apliquei nenhuma das tarefas elaboradas,
por limitagées de tempo, mas futuramente, sempre que possivel e oportuno, irei propé-las aos
meus alunos (possivelmente com adaptagdes), de modo a proporcionar-lhes aprendizagens

matematicas mais sofisticadas.
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Capitulo 3 — Trabalhos de alunos
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Exemplos da tarefa “Poligonos a partir de poligonos”

As tarefas seguintes foram propostas a alunos do 122 ano de Matematica A, em sala de aula.

Foi-lhes apresentado um caso particular da variacao da investigacao.

A um primeiro grupo de alunos foi-lhes proposta a seguinte tarefa:

Tarefa
P R
Na figura ao lado, esta representado um quadrado no qual, sobre
cada um dos seus lados, estio marcados trés pontos. 1]
Considere que de cada um dos lados do quadrado se seleciona pelo ¥ T
menos um ponto para construir um poligono convexo. M
Por exemplo, se forem selecionados os pontos P,R,S,V,X e M, zZ X V

obtém-se o Hexagono [PRSVXM].

Determine quantos poligonos convexos se podem construir nestas condigdes.

De seguida, apresentam-se duas das resolu¢des recolhidas.

Na primeira é evidente um processo de resolucdo por etapas. O aluno pensou nos diversos casos
possiveis e comecou por efetuar a contagem de cada um deles.

Na segunda, o aluno identifica também todos os casos possiveis e evidencia, desde logo, a
contagem de casos semelhantes com recurso a combinacgoes.
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A um outro grupo de alunos foi-lhes proposta a tarefa seguinte:

Tarefa

Na figura ao lado, esta representado o quadrado [ABCD].

) p M No P,
Sobre cada um dos lados do quadrado, estdo marcados quatro

pontos. L Q
De cada lado do quadro, seleciona-se pelo menos um ponto I R
(dos quatro marcados) e constréi-se um poligono convexo [ 5
cujos vértices sdao esses pontos. H T
Por exemplo, se forem selecionados os pontos L, M,Q,Re X, A B

ZxX vu
obtém-se o pentagono [LM QRX].

Determine quantos poligonos convexos se podem construir nas condi¢ées dadas.

De seguida, apresentam-se duas das resolucdes recolhidas.

Na primeira, é evidente a preocupacao em discriminar todas as situagdes possiveis e efetuar a
contagem de cada uma delas.
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Na segunda resolug¢do também sdo contempladas todas as situacdes possiveis e em cada uma
delas o aluno recorre a combinatoéria para obter, no ultimo passo, todos os casos semelhantes.
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